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第 23、24 讲：狭义相对论 

伽利略相对性原理 

 相对性原理是重要的基本物理原理。它涉及到不同参照系在物理观测中的地

位。在进行物理观测的时候总是要在某一参照系中进行的。对于不同的人，或者

不同的实验过程会使用不同的参照系。那么在这些不同的参照系中所观测的物理

过程有什么样的异同，对于建立和理解物理规律有着重大的影响。在伽利略的著

作中有如下的描述： 

当你在密闭的运动着的船舱里观察力学过程时，“只要运动是匀速

的，决不忽左忽右摆动，你将发现，所有上述现象丝毫没有变化，你

也无法从其中任何一个现象来 确定，船是在运动还是停着不动。即使

船运动得相当快，在跳跃时，你将和以前一样，在船底板上跳过相同

的距离，你跳向船尾也不会比跳向船头来得远，虽然你跳到空中时，

脚下的船底板向着你跳的相反方向移动。你把不论什么东西扔给你的

同伴时，不论他是在船头还是在船尾，只要你自己站在对面，你也并

不需要用更多的 力。水滴将象先前一样，垂直滴进下面的罐子，一滴

也不会滴向船尾，虽然水滴在空中时，船已行使了许多拃。鱼在水中

游向水碗前部所用的力，不比游向水碗后部 来得大；它们一样悠闲地

游向放在水碗边缘任何地方的食饵。最后，蝴蝶和苍蝇将继续随便地

到处飞行，它们也决不会向船尾集中，并不因为它们可能长时间留在

空 中，脱离了船的运动，为赶上船的运动显出累的样子。如果点香冒

烟，则将看到烟象一朵云一样向上升起，不向任何一边移动。所有这

些一致的现象，其原因在于船的运动是船上一切事物所共有的，也是

空气所共有的。” 

伽利略从这些观测中总结出在密闭的船舱里观测物体的运动时并不能区分出来

船是否在匀速运动。也就是说在以不同速度相对匀速运动的参照系中看到的物理



规律是相同的。这就是伽利略相对性原理。 

 在牛顿力学中，伽利略相对性原理是由伽利

略坐标变换保证的：若在某惯性参照系中质点坐

标用(𝑥, 𝑦, 𝑧)表示，时间为𝑡，在另一个相对于前

一个参照系以速度�⃗� （为方便，设速度在 x 方向上

�⃗� = 𝑢𝑖 ）匀速运动的参照系中的坐标用(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)表示，时间为𝑡′。初始时两个坐

标系重合。则在两坐标系中的坐标间的关系为 

𝑥′ = 𝑥 − 𝑢𝑡
𝑦′ = 𝑦          

𝑧′ = 𝑧          
𝑡′ = 𝑡          

 

在每个惯性系放一个时钟和一把尺子。在伽利略变换下钟和尺与参照系无关，与

内部结构无关也与运动无关。运动长度的测量是

在同一时间去测量物体的两端，于是有 

𝑡₁ = 𝑡₂ 

𝛥𝑟 = √((𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2) 

    如果将速度 v 的方向选为 x 方向，则 

𝑥2
′ − 𝑥1

′ = (𝑥2 − 𝑢𝑡) − (𝑥1 − 𝑢𝑡) = 𝑥₂ − 𝑥₁ 

𝑦2
′ − 𝑦1

′ = 𝑦2 − 𝑦1 

𝑧2
′ − 𝑧1

′ = 𝑧2 − 𝑧1 

那么 

𝛥𝑟′ = √((𝑥2
′ − 𝑥1

′)² + (𝑦2
′ − 𝑦1

′)² + (𝑧2
′ − 𝑧1

′)²) = 𝛥𝑟 

于是有这样的结论：同时是绝对的，即当一个观测者看到两事件"同时"发生时，

另一观测者也看到这两事件"同时"发生 

𝛥𝑡 = 𝛥𝑡′ 

空间也是绝对的，两个参照系测量出来的长度相同 

𝛥𝑟 = 𝛥𝑟′ 

时空是分离的，也就是时间和空间无关。 

    伽利略相对性原理说所有惯性系是等价的，即物理定律的方程形式在所有惯

性系中是相同的。由于两个惯性系的相对运动速度不随时间改变 



𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
= 0 

这也可以写成 

𝑑𝑡′ = 𝑑𝑡 

𝑑𝑟 ′ = 𝑑𝑟 − �⃗� 𝑑𝑡 

而不同惯性系下物体受力是相同的。因此保证了牛顿第二定律在伽利略变换下是

不变的 

𝑚
𝑑𝑟 

𝑑𝑡2
= 𝑚

𝑑2𝑟 ′

𝑑𝑡2
 

在伽利略变换下，速度的变换关系为 

𝑣 ′ =
𝑑𝑟 ′

𝑑𝑡
=

𝑑𝑟 + �⃗� 𝑑𝑡

𝑑𝑡
= 𝑣 + �⃗�  

也就是说速度满足简单叠加方式。那么在这样的变换下光速同样在不同的参照系

中有不同的速度，满足简单的速度叠加方式，其大小随着参照系的不同而不同。

因此如果在某个参照系中其速度为3 × 108𝑚/𝑠，在另外一个相对于此参照系有很

高速度的参照系中看，其速度可以非常非常高。如 1𝑔𝑜𝑜𝑔𝑙𝑝𝑙𝑒𝑥 𝑚/𝑠 =

1010100
𝑘𝑚/𝑠。 

 

光速 

 光以很高的速度运行，曾经人们认为光速是无限大的，它可以瞬间运动到任

何地方。1929 年，Isaac Beeckman 提出一个测量光速的方法：让一个人在远方观

测大炮的火光然后用镜子反射回去。1638 年伽利略设计了类似的实验并做了测

试。他希望能通过在远处观测遮挡灯笼的时间延迟来测量光速。他并没有测量出

光速是否是无限大，但是确定了一点：如果光速不是无限大，那么一定是非常大。 

 第一个对光速的量化测量是在 1676 年由 Rømer 得到的。

他观测了木星的一颗卫星木卫二的运动规律。木卫二是伽利略

发现的四颗木星卫星中最靠近木星的卫星。他发现木卫二绕木

星运行的周期在当地球靠近木星的过程中会比当地球离开木

星的过程中观测到的要短。他认为这说明了光速是有限的。他

估计光需要花 22 分钟穿越地球轨道。惠更斯由此估计以及地

球轨道大小得到的光速为220000𝑘𝑚/𝑠，这比我们现在知道的

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Illustration_from_1676_article_on_Ole_R%C3%B8mer's_measurement_of_the_speed_of_light.jpg


值小了 26%。之后其他人的实验表明光速应该在300000km/s左右。1860 年代，

麦克斯韦统一了电磁理论。在电磁理论中预言了电磁波的存在，而且计算出的电

磁波波速和光速基本一样，由此他提出光应该就是一种电磁波。 

 根据波动理论，波的传播需要媒介。在这样的理论中波本身不是物质，而是

媒介物质运动的传播。比如我们平时听到的声音是通过空气把声源处的振动传递

到我们耳朵里的。没有空气作为媒介就无法听到声音。由此自然会考虑光作为一

种波，其传播的媒介是什么？考虑到光在真空中也能传播，于是人们提出了一种

叫“以太”的物质，这种物质充满了整个空间，光就是以太的振动。 

作为一种假想的物质，需要证据来证明以太的存在。根据波在媒介中传播的

特性，人们认为以太相对于地球来说应该不是静止，因为地球作为一个参照系没

有什么特殊之处，而且还是个非惯性参照系，如果以太相对于地球静止就太奇怪

了。因此迈克尔逊和莫雷就设计了实验来测量地球相对于以太的运动速度。 

迈克尔逊-莫雷实验是利用迈克尔逊干涉仪来测量光在走了两个相互垂直的

路径之后会合时的干涉现象。干涉的结果与在两个不

同路径上的路程长度以及光所花的时间有关的。假设

初始时以太相对于地球在迈克尔逊干涉仪的某个镜

片方向，那么在这个方向上干涉仪所感受到光来回走

的速度就和垂直于此方向上的光速不同。记录下此时

的干涉结果，在将干涉仪旋转 90 度，于是对于干涉仪来说，以太的运动方向不

同了，应该会测量到与之前测量不同的结果。但是实验中并没有得到比实验误差

更大的差异。这说明如果以太存在的话，以太就是相对于地球静止的。这个结果

是很奇怪的。 

 

狭义相对性原理和洛伦兹变换 

1905 年，爱因斯坦提出：真空中的光速与参照系无关，且光速是信息传递

的最大速度。这就是我们平时所说的光速不变。同时他又提出类似于伽利略的相

对性原理：物理规律在所有的惯性系中都是相同的。这两条假设就是狭义相对论

的基础。 

狭义相对性原理表面上看与伽利略相对性原理相同，但实际上是不一样的。



与伽利略相对性原理配合的是伽利略坐标变换。在这个变换下牛顿力学的基本规

律是不变的。但是在伽利略变换下电磁学的基本规律不是不变的！这一点可以由

光速不变这一实验规律看出。伽利略变换并不能保证光速不变。如之前得到的速

度叠加关系，在伽利略变换下，不同参照系会看到不同的光速。因此要保证狭义

相对性原理这一假设成立，需要新的坐标变换关系。爱因斯坦发现这一坐标变换

关系就是洛伦兹坐标变换 

𝑥′ =
𝑥 − 𝑢𝑡

√1 − 𝑢2/𝑐2
 

𝑦′ = 𝑦                     

𝑧′ = 𝑧                     

𝑡′ =
𝑡 − 𝑢𝑥/𝑐2

√1 − 𝑢2/𝑐2
 

在这个变换关系中可以看到时间和空间之间的关系不再那么单纯了，关于时间的

测量将会涉及到位置和速度。当两个参照系之间的相对运动速度𝑢 ≪ 𝑐时，𝑢/𝑐~0。

此时的坐标变换近似就是伽利略坐标变换。换句话说，伽利略坐标变换就是洛伦

兹坐标变换的低速近似。 

 

事件 

    由于在狭义相对论中时间和空间混杂了起来，因此单独地考虑空间位置或者

时间是不合适了。因此在狭义相对论中引入了一个新的概念，称为事件。事件是

指时间-空间中的一个点，它代表一件事发生的时间和地点，表示为(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)。

它可以看作是一个在四维时空（三维空间、一维时间）中的一个四维矢量。对于

空间和时间的性质也需要做些假定。首先假定时间和空间是均匀的，这意味着在

不同的时间点与不同的空间点观察到的物理规律相同。其次假定空间是各向同性

的，这意味着从不同的方向看时，看到的物理规律相同。最后假定时空坐标满足

欧几里得几何，也就是说假定我们所处的空间是平直的。关于空间是平直还是弯

曲的区别会在后面讨论黎曼几何时讲述。另外还需要引进一个概念：观察者。观

察者可以是人，也可以是能够记录事件的仪器，每个观察者与一个特定的参照系

相对静止。之所以要引进观察者这个概念，是因为此时处于不同观察者以及位于



同一参照系的不同观察者对于相同事件可能观察的结果并不相同，这一点与牛顿

力学有很大的不同。 

    在进行观察之前，还需要对时间测量做好准备。其方法是在空间的每一点放

置一个与对应的参照系相对静止的钟，这些钟应该是完全一样的，而且应该同步。

同一参照系的时钟同步可以通过在不同时钟之间传递光速来完成。而不同参照系

间的同步只能在某一特定条件下通过同步在相同空间点处于不同参照系的时钟

来完成。     

 

狭义相对论运动学后果 

 在 Lorentz 变换下面，时间和长度等测量对于不同参照系，不同观察者来说

都会有不同，下面讨论几种常见的 Lorentz 变换效应。在下面的讨论中都设定有

两个相对在𝑥方向上以速度𝑢运动的惯性系𝑆和𝑆′。 

 动尺收缩 

    为了讨论长度的测量，将长度为𝑙0的尺子固定在参照系𝑆′中，沿𝑥方向摆放，

则满足 

𝑙0 = 𝑥2
′ − 𝑥1

′  

𝑥2
′和𝑥1

′为𝑆′系中尺子两端的坐标。而在 S 系的观察者看来，尺子以速度𝑢沿𝑥轴运

动 

𝑙 = 𝑥2 − 𝑥1 

其中𝑥2和𝑥1为𝑆系中尺子两端的坐标。尺子的两端构成了两个事件。在𝑆系中观测，

其 时 空 坐 标 一 个 是 (𝑡, 𝑥1, 0,0) ， 另 一 个 是

(𝑡, 𝑥2, 0,0) ， 而 在 𝑆′ 系 中 观 测 它 们 分 别 为

(𝑡′, 𝑥1
′ , 0,0)，另一个是(𝑡′, 𝑥2

′ , 0,0)。由洛伦兹变换

得到 

𝑥1
′ = 𝛾(𝑥1 − 𝛽𝑐𝑡) 

𝑥2
′ = 𝛾(𝑥2 − 𝛽𝑐𝑡) 

其中𝛾 = 1/√1 − 𝑢2/𝑥2, 𝛽 =
𝑢

𝑥
。二式相减后得到 

𝑙0 = 𝛾(𝑥2 − 𝑥1) 

则 



𝑙 = 𝑥2 − 𝑥1 =
1

𝛾
𝑙0 =

1

√1 −
𝑢2

𝑐2

𝑙0 

显然，𝑙 < 𝑙0，𝑙0为尺子的原长，测量运动的尺子长度的结果比原长短。 

 动钟变慢 

为测量时间，设定以下的实验：对于两个相对在𝑥方向上以速度𝑢运动的惯性

系𝑆和𝑆′，在𝑆′系中放出一个光信号，光信号在上方高度𝑑处反射后返回。因此在

𝑆′系中同一点发生了两个事件，发射光信号的时空坐标为(𝑡1
′ , 𝑥1

′ , 0,0)，接收返回

信号的时空坐标为(𝑡2
′ , 𝑥2

′ , 0,0)，它们之间的关系满足 

Δ𝑡′ = 𝑡2
′ − 𝑡1

′  

𝑥1
′ = 𝑥2

′        

光走过的路程为2𝑑，所以 

Δ𝑡′ =
2𝑑

𝑐
 

对于同样的两个事件中 S 系中的观察结果为：发

射光信号的时空坐标为(𝑡1, 𝑥1, 0,0)，接收反射信号

的时空坐标为(𝑡2, 𝑥2, 0,0)，则 

Δ𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1      

𝑥2 = 𝑥1 + 𝑢Δ𝑡 

在 S 系中看到光信号并不是在垂直方向上运动，而是如图走了两条斜线。光走过

的路程为2√
𝑢2𝑡2

4
+ 𝑑2，所以满足 

Δ𝑡 =
2√

𝑢2𝑡2

4 + 𝑑2

𝑐
 

解之得 

𝑐2Δ𝑡2 = 𝑢2Δ𝑡2 + 4𝑑2 

即 

Δ𝑡 =
2𝑑

√𝑐2 − 𝑢2
=

Δ𝑡′

√1 −
𝑢2

𝑐2

= 𝛾Δ𝑡′ 

由此可见运动的钟看起来走得慢一些。对于这一问题，也可以根据洛伦兹变换 

𝑡1 = 𝛾(𝑡1
′ + (𝛽𝑥1

′)/𝑐) 

𝑡2 = 𝛾(𝑡2
′ + (𝛽𝑥2

′ )/𝑐) 



由于𝑥1
′ = 𝑥2

′，所以最后得到 

Δ𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1 = 𝛾(𝑡2
′ − 𝑡1

′) = 𝛾Δ𝑡′ 

由于𝛾 > 1，所以𝛥𝑡 > 𝛥𝑡’，也就是说，运动的钟看起来走得慢一些。 

    由上面的方程可知，当𝑡1
′ = 0时 

𝑡1 = 𝛾𝛽𝑥1
′/𝑐 

因此"此刻"在𝑆’的观察者看到所有与𝑆’相对静止的钟都指向 0。但此刻𝑆′的观察者

看到𝑆系中钟不同步，在运动方向上越远的钟（𝑥′越小）越慢。 

    当取𝑥′ = 0，𝑡1
′ = 0，则𝑡1 = 0，也就是说初始时，两参照系重合，位于𝑆原

点的钟和位于𝑆’原点的钟均指向 0。而𝑡2 = 𝛾𝑡2
′ > 𝑡2

′，因此随着位于𝑆’原点的钟的

运动，此钟不断与𝑆系中的不同的钟相遇，而相遇时两个系中的钟指向不同的时

间，其中𝑆’中的钟总是指向比较小的时间，而且这种差别将越来越大。 

 同时性的相对性 

    考虑一辆相对𝑆’系静止的车厢，在车厢正中间发出光信号，信号向两边传播，

光线到达车厢两边构成了两个事件。在𝑆’系中的这两个事件是同时发生的，它们

的时空坐标分别为(𝑡1
′，𝑥1

′，0，0)和(𝑡1
′，𝑥2

′，0，0)。 

𝑡1
′ = 𝑡2

′ = 𝑡′ 

    而在 S 系，这两个事件发生的时间和地点分别为 

𝑐𝑡1 = 𝛾(𝑐𝑡′ + 𝛽𝑥1
′) 

𝑐𝑡2 = 𝛾(𝑐𝑡′ + 𝛽𝑥2
′ ) 

𝑥1 = 𝛾(𝑥1
′ + 𝑢𝑡′) 

𝑥2 = 𝛾(𝑥2
′ + 𝑢𝑡′) 

则 



Δ𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1 = 𝛾
𝑢

𝑐2
(𝑥2

′ − 𝑥1
′) 

当𝑥2
′ − 𝑥1

′ ≠ 0时，𝛥𝑡 ≠ 0。这说明在一个参照系看来是同时的两个事件，在另一

个参照系看来可以是不同时的。因此同时性并不是一个绝对的性质，只有相对的

意义。 

 

类时空间和类空空间，因果律 

    考虑任意两个事件：在𝑆系中事件 1 的时空坐标为(𝑡1, 𝑥1, 0,0)，事件 2 的时

空坐标为(𝑡2, 𝑥2, 0,0)。如果它们之间有因果关系，也就是说当𝛥𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1 > 0时，

可以存在信息在这段时间间隔内以不超过光速的速度𝑣 ≤ 𝑐将信息从 x₁传递到 x₂，

则 

𝑥2 = 𝑥1 + 𝑣Δ𝑡 

那么在𝑆’系看这两个事件观测到事件 1 的时空坐标为(𝑡1
′ , 𝑥1

′ , 0,0)，事件 2 的时空

坐标为(𝑡2
′ , 𝑥2

′ , 0,0)，它们满足变换关系 

𝑡1
′  = 𝛾(𝑡1 − 𝛽𝑥1/𝑐) 

𝑡2
′ = 𝛾(𝑡2 − 𝛽𝑥2/𝑐) 

𝑆′系中看到这两个事件的时间间隔为 

𝛥𝑡′ = 𝑡2
′ − 𝑡1

′  = 𝛾(𝛥𝑡 − 𝛽𝑣𝛥𝑡/𝑐) = 𝛾𝛥𝑡(1 − 𝑢𝑣/𝑐²) > 0 

而𝑢𝑣 < 𝑐2，因此Δ𝑡′ > 0，因果关系未被破坏 

    再引进一个参照系𝑆′′，它相对于𝑆以速度𝑢沿𝑥的负方向运动。在𝑆′系两事件

的时间间隔为 

Δ𝑡′ = 𝛾Δ𝑡 − 𝛾
𝑢

𝑐2
(𝑥2 − 𝑥1) 

在𝑆′′系两事件发生的时间为 

𝑡1
′  = 𝛾(𝑡1 + 𝛽𝑥1/𝑐) 

𝑡2
′ = 𝛾(𝑡2 + 𝛽𝑥2/𝑐) 

两事件的时间间隔为 

Δ𝑡′ = 𝛾Δ𝑡 + 𝛾
𝑢

𝑐2
(𝑥2 − 𝑥1) 

如果𝑥2 − 𝑥1 > 0，𝛥𝑡 = 0，则𝛥𝑡′ < 0以及𝛥𝑡′′ > 0。这是否意味着因果关系会被

破坏？答案是否定的，注意到 



𝛥𝑡 =
𝑥2 − 𝑥1

𝑣
 

则 

𝛥𝑡′ = 𝛾𝛥𝑡 (1 −
𝑢𝑣

𝑐2
)  

𝛥𝑡′′ = 𝛾𝛥𝑡 (1 +
𝑢𝑣

𝑐2
) 

而𝑢𝑣 < 𝑐2则保证了三个参照系看到的时间间隔是同号的 

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛥𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛥𝑡′) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛥𝑡′′) 

因此不存在因果律矛盾。前面的貌似矛盾出现时要求𝛥𝑡 = 0，而由前式知此时

𝛥𝑡′ = 𝛥𝑡′′ = 0。这在速度𝑣′有限的条件下这意味着两个事件是在同一时刻同一空

间点发生的，而这种情况在任何一个惯性系中看都是一样的，因此也不存在矛盾。

如果这两个事件不是在相同的空间点发生的，则由 

𝑣 =
𝑥2 − 𝑥1

𝛥𝑡
 

可知要求𝛥𝑡 = 0即要求 

𝑣 → ∞ 

这与信息的最大传播速度为真空中的光速矛盾。 

    两个事件之间能够建立起因果关系，则必有 

𝛥𝑡 ≥
𝑥2 − 𝑥1

𝑣
 

最大的信息传递速度为光速，假设这两个事件就是由光速连接的，则𝑣 = 𝑐 

𝛥𝑡′ = 𝛾𝛥𝑡(1 −
𝑢𝑣

𝑐2
) = 𝛾𝛥𝑡(1 −

𝑢

𝑐
) 

因此只有当𝑆 ’相对于𝑆的运动速度𝑢 > 𝑐  时，因果关系才将被破坏。而当

|𝑟 2 − 𝑟 1|> 𝑐|𝑡2 − 𝑡1|时，两事件无因果联系，因此可能出现在一惯性系看到𝑡2 > 𝑡1，

而在另一惯性系中可能看到𝑡2 < 𝑡1。 

    对于两个事件(𝑡1, 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)，(𝑡2, 𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)定义两个事件的间隔𝛥𝑠为 

(𝛥𝑠)2 = 𝑐2(𝑡2 − 𝑡1)
2 − (𝑥2 − 𝑥1)

2 − (𝑦2 − 𝑦1)
2 − (𝑧2 − 𝑧1)

2  

转换到𝑆’系中可以得到 

𝛥𝑥′ = 𝛾(𝛥𝑥 − 𝑢𝛥𝑡) 

𝛥𝑦′ = 𝛥𝑦                    

𝛥𝑧′ = 𝛥𝑧                    

𝑐𝛥𝑡′ = 𝛾(𝑐𝛥𝑡 − 𝛽𝛥𝑥) 



则 

      (𝛥𝑠′)2 = 𝑐2 𝛥𝑡′2 − 𝛥𝑥′2 − 𝛥𝑦′2 − 𝛥𝑧′2 

                   = 𝛾2(𝑐𝛥𝑡 − 𝛽𝛥𝑥)2 − 𝛾2(𝛥𝑥 − 𝑢𝛥𝑡)2 − 𝛥𝑦2 − 𝛥𝑧2 

                = 𝛾2(𝑐2 − 𝑢2)𝛥𝑡2 − 𝛾2(2𝛽𝑐 − 2𝑢)𝛥𝑥𝛥𝑡 − 𝛾2(1 − 𝛽2)𝛥𝑥2 − 𝛥𝑦2 − 𝛥𝑧2 

注意到关系 

𝛽 =
𝑢

𝑐
 

𝛾 =
1

√1 − 𝑢2/𝑐2
=

1

√1 − 𝛽2
 

因此 

(𝛥𝑠′)2 = 𝑐2𝛥𝑡2 − 𝛥𝑥2 − 𝛥𝑦2 − 𝛥𝑧2 = (𝛥𝑠)2 

即在洛伦兹变换下，两个事件的间隔是一个不变量。间隔又可以写成 

(Δ𝑠)2 = 𝑐2𝛥𝑡2 − Δ𝑟 2 

当(𝛥𝑠)2 > 0时 

|
𝛥𝑟

𝛥𝑡
| < 𝑐 

此时两个事件之间总可以建立因果关系，并与参照系的选取无关，这样的间隔称

为类时间隔。而当(𝛥𝑠)2 < 0时 

|
𝛥𝑟

𝛥𝑡
| > 𝑐 

此时两个事件无法建立因果关系，在不同的参照系，

两个事件发生的先后次序可以颠倒。这样的间隔称

为类空间隔。相应的可以将全时空分为类时区域，

类光区域和类空区域。其中类光区域满足(𝛥𝑠)2 = 0。 

 

闵可夫斯基空间和四维转动 

    二维平面的坐标系转动：坐标系𝑆′相对于坐标系𝑆转动一个角𝜃。在𝑆系中，𝑃

点坐标为(𝑥, 𝑦)，在𝑆′系中，𝑃点坐标为 (𝑥′, 𝑦′)。则相应

的变换关系为 

𝑥′ = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃    

𝑦′ = −𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃 



可以看到𝑂𝑃的长度在这个变换下是不变的 

𝑂𝑃2 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥′2 + 𝑦′2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

更一般地，令𝐴 为平面上任意矢量。在𝑆系中，𝐴 的分量为(𝐴𝑥 , 𝐴𝑦)；在𝑆’系中，𝐴 的分

量为(𝐴𝑥
′ , 𝐴𝑦

′ )，则 

𝐴𝑥
′ = 𝐴𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐴𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃    

𝐴𝑦
′ = −𝐴𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐴𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃 

则该矢量的长度在二维转动变换下不变 

𝐴2 = 𝐴𝑥
2 + 𝐴𝑦

2 = 𝐴𝑥
′2 + 𝐴𝑦

′𝑧 

转动变换只是改变了坐标系的坐标轴方向，不会改变一个矢量的大小，但是由于

坐标轴方向改变了，因此在坐标轴上的投影大小会发生改变，也就是改变了矢量

分量的大小。 

    在三维情况下的转动情况类似。某点在𝑆系中坐标为(𝑥, 𝑦, 𝑧)；在𝑆’系中坐标

为(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)，则两组坐标满足变换关系 

𝑥′ = 𝑎𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑦 + 𝑎𝑥𝑧𝑧 

𝑦′ = 𝑎𝑦𝑥𝑥 + 𝑎𝑦𝑦𝑦 + 𝑎𝑦𝑧𝑧 

𝑧′ = 𝑎𝑧𝑥𝑥 + 𝑎𝑧𝑦𝑦 + 𝑎𝑧𝑧𝑧 

其中𝑎为与转动相关的变换系数。坐标系转动时长度是保持不变的，因此有 

𝑥′2 + 𝑦′2 + 𝑧′2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

在狭义相对论中，事件满足洛伦兹变换，而之前证明了在洛伦兹变换下两事

件的间隔对于洛伦兹变换是不变的。 

(𝛥𝑠′)2 = 𝑐2𝛥𝑡2 − 𝛥𝑥2 − 𝛥𝑦2 − 𝛥𝑧2 = (𝛥𝑠)2 

其中 

(𝛥𝑠)2 = 𝑐2𝛥𝑡2 − 𝛥𝑥2 − 𝛥𝑦2 − 𝛥𝑧2    

(𝛥𝑠′)2 = 𝑐2𝛥𝑡′2 − 𝛥𝑥′2 − 𝛥𝑦′2 − 𝛥𝑧′2 

如果建立一个四维空间，其中三维坐标是实数，另外一维为虚数，那么这个空间

中一个矢量的长度的计算方式正是像上面式中的间隔一样。因此在数学上，狭义

相对论的时空坐标可以用这样的四维空间来表达。这样的空间被称为闵可夫斯基

空间。也就是说时空坐标为闵可夫斯基空间的坐标。通常被表示为(𝑖𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)。



注意其中时间部分是虚数，上面乘上了光速是为了使得时间相关的坐标与空间坐

标量纲相同。经常也将它记为(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)，其中 

𝑥1 = 𝑥      𝑥2 = 𝑦     𝑥3 = 𝑧       𝑥4 = 𝑖𝑐𝑡  

这样间隔就记为 

𝑑𝑠2 ≡ −𝑑𝑥1𝑑𝑥1 − 𝑑𝑥2𝑑𝑥2 − 𝑑𝑥3𝑑𝑥3 − 𝑑𝑥4𝑑𝑥4 

也就是说间隔实际上对应于闵可夫斯基空间中两点间的距离。而洛伦兹变换则是

闵可夫斯基空间中的坐标系转动。 

 在经典力学中，时间和空间是分离的。从而坐标变换的形式为伽利略变换。

它保证了三维空间中的长度在不同惯性系下看到的是一样的。但是在狭义相对论

中，时间和空间混杂在一起，洛伦兹坐标变换或者不同惯性系之间的坐标变换对

应于四维闵可夫斯基空间中的转动，或者说在此变换下四维闵可夫斯基空间中的

“长度”不变。而这个“长度”（间隔）是即包括了空间部分，也包括了时间部

分的。从这个角度来看，动尺收缩，动钟变慢现象的物理原因也变得清晰了。空

间长度和时间仅是四维时空矢量在空间方向和时间方向上的投影。在四维转动下，

四维矢量的长度没有变化，但是在不同坐标方向上的投影发生了变化，于是造成

了动尺收缩，动钟变慢现象。 

 这里需要注意的是四维闵可夫斯基空间的时间分量是虚的，这与一般的实空

间有所不同，会出现不为零的四维矢量其大小可能为零的现象。 

 

狭义相对论动力学 

 很明显牛顿方程本身在洛伦兹变换下不是不变的。因此在修正了相对性原理

的情况下还需要修正牛顿动力学方程。人们发现修正方式并不复杂，其基本形式

还是保持着牛顿运动方程的原始形式 

𝐹 =
𝑑(𝑚𝑣 )

𝑑𝑡
 

区别是此时质量𝑚不在是常数，而是会随着运动速度的不同而改变， 

𝑚 =
𝑚0

√1 − 𝑣2/𝑐2
 

其中𝑚0是物体静止时的质量，𝑚称物体的动质量。在低速（𝑣 ≪ 𝑐）情况下，容

易看到动质量和静止质量基本相同。在日常生活中物体运动的速度并不达，即使

是超音速飞机，速度达到了1000𝑚/𝑠，在上式中可以算出静止质量和动质量的差



别也仅为10−10。对于一架 10 吨重的战斗机，其修正大概仅为 1 克。但是在很

多情况下物体的运动速度可以非常高，比如在高能加速器中的粒子可以被加速到

接近光速的速度，那时动质量和静止质量的差别很大。必须使用狭义相对论来处

理。 

 

动能与质能关系 

 在推广牛顿运动方程的时候还需要推广速度的概念，类似于建立四维时空坐

标，需要建立一个四维的速度，且该速度应该是大小在洛伦兹变换下不变的量。

顺着这个思路可以得到这样一个方程（如想知道详细推导过程，参见其他相关书

籍） 

𝑑(𝑚𝑐2)

𝑑𝑡
= 𝐹 ⋅ 𝑣  

利用关系𝐹 = 𝑑(𝑚𝑣 )/𝑑𝑡，则有 

𝑑(𝑚𝑐2)

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑚𝑣 )

𝑑𝑡
⋅ 𝑣  

在方程两边同乘以𝑚后得 

𝑚
𝑑(𝑚𝑐2)

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑚𝑣 )

𝑑𝑡
⋅ 𝑚𝑣  

即 

𝑑(𝑚2𝑐2)

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑚2𝑣2)

𝑑𝑡
 

积分得 

𝑚2𝑐2 = 𝑚2𝑣2 + 𝐶 

其中𝐶为积分常数。为确定这个常数，可以考虑初始时速度为零的情况 

𝑣 = 0 → 𝑚 = 𝑚0     𝐶 = 𝑚0
2𝑐2 

由此可得 

𝑚 =
𝑚0

√1 −
𝑣2

𝑐2

 

另外当一个物体受到力𝐹 持续加速。该力做功的功率为 

𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 𝐹 ⋅ 𝑣  

𝑊为力做的功。对比之前的式子可以得到 



𝑑(𝑚𝑐2)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑊

𝑑𝑡
 

两边积分得 

𝑚𝑐2 + 𝐶′ = 𝑊 

这里的𝐶′同样是积分常数。当力最初还没有开始做功时，物体的速度为零，上式

变成 

𝑚0𝑐
2 + 𝐶′ = 0 

因此 

𝐶′ = −𝑚0𝑐
2 

所以力所做的功为 

𝑊 = 𝑚𝑐2 − 𝑚0𝑐
2 

由此式爱因斯坦认为物质的质量和能量是可以相互转换的。物质的总能量应该表

示为 

𝐸 = 𝑚𝑐2 

这就是著名的质能关系。现代大量的实验，包括原子弹的成功爆炸都证明了这个

关系的正确性。 

在低速情况下，由于 

𝛾 =
1

√1 −
𝑣2

𝑐2

≈ 1 +
1

2

𝑣2

𝑐2
+ ⋯ 

则 

𝑊 =
1

2
𝑚0𝑣

2 + ⋯ 

即在低速情况下力所做的功转换成物体的动能。这就是牛顿力学中的功能关系。 

 

速度变换 

下面考虑不同惯性系看到同一物体的速度间的变换关系。设一个质点在𝑡时

刻处于𝑆中的(𝑥，𝑦，𝑧)处，其速度为(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)，则 

𝑣𝑥 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
,    𝑣𝑦 =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
.    𝑣𝑧 =

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

则在𝑆’系，由洛伦兹变换得到 

𝑑𝑥′ = 𝛾(𝑑𝑥 − 𝑢𝑑𝑡) 



𝑑𝑦′ = 𝑑𝑦, 𝑑𝑧′ = 𝑑𝑧 

𝑐𝑑𝑡′ = 𝛾(𝑐𝑑𝑡 − 𝛽𝑑𝑥) 

因此𝑆’系中看到该质点的速度为 

𝑣𝑥
′ =

𝑑𝑥′

𝑑𝑡′
= 𝑐

𝑑𝑥 − 𝑢𝑑𝑡

𝑐𝑑𝑡 − 𝛽𝑑𝑥
=

𝑣𝑥 − 𝑢

1 −
𝑣𝑥𝑢
𝑐2

 

𝑣𝑦
′ =

𝑑𝑦′

𝑑𝑡′
=

𝑐

𝛾

𝑑𝑦

𝑐𝑑𝑡 − 𝛽𝑑𝑥
=

𝛾𝑣𝑦

1 −
𝑣𝑥𝑢
𝑐2

 

𝑣𝑧
′ =

𝑑𝑧′

𝑑𝑡′
=

𝑐

𝛾

𝑑𝑧

𝑐𝑑𝑡 − 𝛽𝑑𝑥
=

𝛾𝑣𝑧

1 −
𝑣𝑥𝑢
𝑐2

 

当|𝑣 | ≪ 𝑐，𝑢 ≪ 𝑐时，这些变换回到伽利略速度变换关系。 

𝑣𝑥
′ = 𝑣𝑥 − 𝑢 

𝑣𝑦
′ = 𝑣𝑦          

𝑣𝑧
′ = 𝑣𝑧         

  


