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Lecture 15 Resonance 

复数和三角函数的关系 

复数有两种表示形式。一种是他的实部+虚部，另一种是模乘以它的指数函

数。数学可以证明 sin 和 cos 函数和指数函数有一个很紧密的关系。即： 

𝑒𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 

由此一个复数𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦又可以表示为 

𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖𝜃 

其中|𝑧|为该复数的模。 

指数表达有一个非常重要的性质就是在求导的时候比较简单： 

d𝑒𝑥

d𝑥
= 𝑒𝑥 

由此 

d𝑒𝑖𝑥

d𝑥
= 𝑖𝑒𝑥 

这个关系在处理微分方程时常常可以带来方便。 

现实生活当中我们用的都是实数，复数一开始的应用是为了简化计算。经

常会把时间，能量，坐标，动量等等变成一个复数再进行计算。 

下面用一个例子来了解怎么样用复数来解物理问题： 

受迫振动 

谐振子是之前已经讨论过的物理体系。谐振子的力是一个恢复力𝐹 = −𝑘𝑥。

其方程为 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑘𝑥 

如果在谐振子上除了恢复力外再加上一个简谐变化的外力 

𝐹′ = 𝐹𝐷 cos(𝜔𝑡 + 𝛿) 

其中𝐹𝐷、𝜔、𝛿为常数。这个力是𝑡的函数。方程变为 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑘𝑥 + 𝐹0 cos(𝜔𝑡 + 𝛿) 

解方程的难度变大了。如果我们将𝑥变为复数𝑋，将cos(𝜔𝑡 + 𝛿)变为𝑒i(𝜔𝑡+𝛿)，则



方程变为 

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
+ 𝜔0

2𝑋 =
𝐹0

𝑚
𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿) 

其中𝜔0
2 =

𝑘

𝑚
。这是一个复方程，之前的方程是这个方程的实部。f 

则 

𝑋0 =
𝐹0

𝑚(𝜔0
2 − 𝜔2)

 

方程的解为 

𝑋 =
𝐹0

𝑚(𝜔0
2 − 𝜔2)

𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿) 

原方程的解𝑋就是的实部。已经找到了一个解，这个解称为非齐次方程的特解，

非齐次是指这个方程中含有不包含变量𝑋的部分，即
𝐹0

𝑚
𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿)。但是这个方程绝

对不止一个解，实际上有无穷多个解，先假定𝐹0 = 0，方程变为齐次方程 

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
+ 𝜔0

2𝑋 = 0 

这就是谐振子方程，其解为𝐴𝑒𝑖(𝜔0𝑡+𝛽)，𝐴, 𝛽为任意常数。这是齐次方程的通解。

齐次方程是指方程的每一项都是关于𝑋线性的。齐次方程的一个通解加非齐次方

程的一个特解，就是非齐次方程的通解。因此通解为 

𝑋 = 𝐴𝑒𝑖(𝜔0𝑡+𝛽) +
𝐹0

𝑚(𝜔0
2 − 𝜔2)

𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿) 

对于受迫振动，可以看到一个特征频率是𝜔0
 的谐振子，在加了周期变化的外

力之后，其振动的频率不仅为𝜔0
 了，而是𝜔0

 和外力变化频率𝜔两种振动的叠加。

当两个振动频率非常接近时，通解的第二项就会变得很大，这种情况称为共振。 

 阻尼振动 

 其实很多的谐振子都存在阻尼，也就是可能有摩擦。比如一个弹簧挂在那里，

它振动一会就会停下来，因为弹簧有摩擦力会发热。所以除了恢复力，外力，还

有第三个力：阻尼力。在速度比较小的时候，阻尼力的大小和速度成正比。  

𝐹𝑓 = −𝑐
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

其中𝑐为阻尼系数。定义𝛾 =
𝑐

𝑚
，则在有阻尼的情况下受迫振动的方程为  

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑𝑋

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑋 =
𝐹0

𝑚
𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿) 

同样设方程的解为𝑋 = 𝑋0𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿)，带入方程可以得到 



−𝜔2𝑋0 + 𝑖𝛾𝜔𝑋0 + 𝜔0
2𝑋0 =

𝐹0

𝑚
  

则 

𝑋0 =
𝐹0

𝑚(𝜔0
2 − 𝜔2 + 𝑖𝛾𝜔)

𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿) 

令𝑡𝑎𝑛𝜃 = −
𝛾𝜔

𝜔0
2−𝜔2，则 

𝑋0 = 𝜌𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿+𝜃) 

其中模𝜌满足关系 

𝜌2 =
1

𝑚2(𝜔0
2 − 𝜔2 + 𝑖𝛾𝜔)(𝜔0

2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔)
=

1

𝑚2[(𝜔0
2 − 𝜔2)2 + 𝛾2𝜔2]

 

𝜌2随外力频率𝜔的变化曲线如图，可以看到当有阻尼

的情况下，外力频率𝜔和固有频率𝜔0相同时，体系的振幅

不会是无穷大，而是有限大。图中达到顶点的地方就是峰，

称共振峰。另外此分布的半高宽正好是 γ，即分布曲线在

最大值一半高度处曲线的宽度。 

复角𝜃对应与谐振子的振动相位与外力相位的差别。

当𝜔很小的时候，复角等于 0，当𝜔很大的时候，复角是

1800 ，当𝜔 = 𝜔0
 的时候，也就是外力的驱动频率等于𝜔0

 的

时候，它的复角正好是 900。实际上当阻尼比较小的情况下，𝜃从 0 变化到 1800

的区间很窄。也就是说当𝜔 < 𝜔0时，𝜃基本就是 0，而当𝜔 > 𝜔0时，𝜃基本就是

1800。在𝜔 = 𝜔0附近，𝜃快速地从 0 变化为 1800，这种现象称为相变。 

对于弹簧，周期性的外力会给体系输入能量，而阻尼的作用是将部分机械能

转换成热能。对于原子分子则不一样，原子中的电子也可近似看成谐振子。光是

电磁波，射到原子上后就给了电子一个周期性的外力，形成受迫振动。而对于原

子中的电子，其阻尼就是辐射，也就是发光。因此我们用光线照亮物体的过程可

以认为是光线造成原子中的电子形成受迫阻尼振动，其通过阻尼过程放射电磁波，

如果照射光线的频率正好和电子谐振的频率一样，它的放射电磁波就相当多，如

果不一样，放射的就少。我们能看到的它放射的光的颜色就是它谐振子的频率，

如果我们看到的是黄色的，就说明谐振子振荡的𝜔0
  就是黄色的，它可以吸收很

多的光，再把它放射出来，所以我们看到墙上的光就是个共振的现象。 

  



Lecture 16 Resonance damping  

 

很多物理系统的寿命是有限的。比如说原子的激发态，或者是一些力学系统。

其寿命有限是由于阻尼造成衰减的过程。正如刚才讲到的一个弹簧在空气当中振

动的时候，慢慢的就会停止下来。现在我们要认真地研究象一些摩擦力，热损失

等等的阻尼过程。  

在阻尼的过程中能量出现了损失。最初体系在振荡的时候是有能量的，如果

没有外力，那么它在振荡的过程当中由于阻尼的作用就会逐渐停下来。所以能量

就损失了。现在要研究这个能量损失的过程服从一个什么样的规律？ 

谐振子的能量和它的振幅有关系。如果它的能量是用复数来表示的，那么我

们如何去计算？ 

对于一个复数 

𝐴 = 𝐴0𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝛿) 

其实部为𝐴0cos (𝜔𝑡 + 𝛿)，实部平方为𝐴0
2cos2 (𝜔𝑡 + 𝛿)；实部为𝐴0sin (𝜔𝑡 + 𝛿)，实

部平方为𝐴0
2sin2 (𝜔𝑡 + 𝛿)。从物理上看，这个复数是一个震荡的形式。很多时候

我们关心的是这个数对于长时间的平均值。由于函数的周期性，那么只需计算一

个周期内的平均值即可。容易看到，对于实部平方的平均和对于虚部平方的平均

是一样的。而 

< 1 > = 1 =< cos2(𝜔𝑡 + 𝛿) + sin2(𝜔𝑡 + 𝛿) >  

因此 

〈cos2(𝜔𝑡 + 𝛿)〉 = 1/2 

上式中的<>表示做平均。对于一个复数来说，其平方的平均就是模平方的 1/2。 

〈𝐴𝐴∗〉 =
1

2
𝐴0

2 

受迫阻尼振动中的能量 

 受迫阻尼振动的方程为 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑚𝜔0

2𝑥 = 𝐹(𝑡) 

外力对体系做功，其功率就是力乘以速度 

𝑃 = 𝐹
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑚 [(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
) (

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
) + 𝜔0

2𝑥 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)] + 𝛾𝑚 (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

 



注意到关系 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

= 2 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
) (

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
) 

则前式右边第一项就是系统的总能量，即动能加势能，对时间的导数。 

𝑑

𝑑𝑡
[ 

1

2
𝑚 (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+
1

2
𝑚𝜔0

2𝑥2] =
𝑑𝐸

𝑑𝑡
 

对于较长的时间来说，谐振子处于稳定的状态，因此储存在谐振子中的能量是常

数，也就是说上面这项的时间平均应该是零。因此平均功率为 

< 𝑃 >=< 𝛾𝑚(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)2 > 

根据复数的性质，可以得到 

< 𝑃 >=
1

2
𝛾𝑚𝜔2𝑥0

2 

其中𝑥0为谐振子的振幅。由于体系有阻尼，在无外力的情况下振动将逐渐衰减。

而外力的作用就是补充阻尼所造成的能量衰减。 

Q-value (品质因子) 

品质因子定义为谐振子所储存的平均能量的 2π倍与平均外力做功的比值。

也就是存储的能量和损失的能量之比。 

𝑄 = 2𝜋
< 𝐸 >

< 𝑃 > 2𝜋/𝜔
 

谐振子存储的平均能量为 

< 𝐸 >  =
1

2
𝑚 < (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

> +
1

2
𝑚𝜔0

2 < 𝑥2 >=
1

2
𝑚(𝜔2 + 𝜔0

2)
1

2
𝑥0

2 

因此 Q 因子为 

𝑄 = 2𝜋

1
4 𝑚(𝜔2 + 𝜔0

2)𝑥0
2

1
2 𝛾𝑚𝜔2𝑥0

22𝜋/𝜔
=

𝜔2 + 𝜔0
2

2𝛾𝜔
 

品质因子是表示谐振子阻尼性质的物理量，也可表示谐振子的共振频率相对

于带宽的大小，高 Q 因子表示谐振子能量损失的速率较慢，振动可持续较长的

时间，例如一个单摆在空气中运动，其 Q 因子较高，而在油中运动的单摆 Q 因

子较低。高 Q 因子的谐振子一般其阻尼也较小。当外力驱动等于他系统的本身

的频率的时候，品质因子就很简单，就是𝜔0/𝛾。所以𝛾越小 Q 就越大。 

http://baike.baidu.com/view/1416670.htm
http://baike.baidu.com/view/1416670.htm
http://baike.baidu.com/view/1648992.htm
http://baike.baidu.com/view/10821.htm
http://baike.baidu.com/view/60720.htm


阻尼与平均寿命 

在有外力驱动的时候谐振子可以维持在平衡的状态。如果把外力忽然撤掉，

这时候能量就会不断地减少，谐振子就会慢慢地停下来。现在我们研究停下来的

过程能量是怎么样慢慢减少的。 

考虑谐振子储存能量与外力做功的关系 

< 𝑃 >=
𝜔 < 𝐸 >

𝑄
 

这个式子表明外力为体系提供的用以弥补阻尼消耗做功大小。因此等式右边

就是阻尼做负功的功率。在一个周期内能量损失的多少就是能量对时间的导数。 

当无外力的时候，能量损失为 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= −

𝜔𝐸

𝑄
 

此方程的解为 

𝐸 = 𝐸0𝑒
−

𝜔0𝑡
𝑄 = 𝐸0𝑒−𝛾𝑡 

因此谐振子所储存的能量是以指数方式衰减的。经过
1

𝛾
时间之后，能量会衰减成

原能量的1/𝑒。我们将
1

𝛾
称为该谐振子的寿命。 

 阻尼振动求解 

 阻尼振动的方程为 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑥 = 0 

设方程的解为 

                            𝑋 = 𝐴𝑒𝑖𝛼𝑡 

代入方程得 

(−𝛼2 + 𝑖𝛾𝛼 + 𝜔0
2)𝐴𝑒𝑖𝛼𝑡 = 0 

当𝜔0
2 >

𝛾2

4
时，上式的解为 

𝛼 = 𝑖
𝛾

2
± √𝜔0

2 −
𝛾2

4
= 𝑖

𝛾

2
± 𝜔𝛾 

其中𝜔𝛾 = √𝜔0
2 −

𝛾2

4
。原方程的解为 

𝑥 = 𝐴𝑒−
𝛾
2

𝑡𝑒𝑖𝜔𝛾𝑡 



也可以写作 

𝑥 = 𝐴𝑒−
𝛾
2

𝑡 cos 𝜔𝛾𝑡 

由此可见由于阻尼的存在，体系的振动振幅指数衰减。同时其振动频率也有

所变化。更完整的解为  

        𝑥 = 𝑒−
𝛾𝑡

2 (𝐴𝑒𝑖𝜔𝛾𝑡 + 𝐵𝑒−𝑖𝜔𝛾𝑡) 

考虑到实际的解应该为实数，因此可以将一般解写作 

𝑥 = 𝑒−
𝛾𝑡
2 (𝐴𝑒𝑖𝜔𝛾𝑡 + 𝐴∗𝑒−𝑖𝜔𝛾𝑡) 

容易计算阻尼振动的能量随时间的变化为 

𝐸(𝑡) = 𝐸0𝑒−𝛾𝑡 

其中𝐸0为初始能量。 

利用初始条件可以计算一般解中的待定常数。设在𝑡 = 0时𝑥 = 𝑥0，
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣0。

将其带入方程 

𝑥 = 𝑒−
𝛾𝑡
2 (𝐴𝑒𝑖𝜔𝛾𝑡 + 𝐴∗𝑒−𝑖𝜔𝛾𝑡)) 

d𝑥

𝑑𝑡
= 𝑒−

𝛾𝑡
2 ((−

𝛾

2
+ 𝑖𝜔𝛾)𝐴𝑒𝑖𝜔𝛾𝑡 + (−

𝛾

2
− 𝑖𝜔𝛾)𝐴∗𝑒−𝑖𝜔𝛾𝑡) 

得 

𝑥0 = 𝐴 + 𝐴∗ = 2𝐴𝑅 

𝑣0 = −
𝛾

2
(𝐴 + 𝐴∗) + 𝑖𝜔𝛾(𝐴 − 𝐴∗) = −

𝛾

2
𝑥0 − 2𝜔𝛾𝐴𝐼 

其中𝐴𝑅，𝐴𝐼分别为 A 的实部和虚部 

𝐴 = 𝐴𝑅 + 𝑖𝐴𝐼 

𝐴𝑅 =
1

2
(𝐴 + 𝐴∗)    𝐴𝐼 =

1

2𝑖
(𝐴 − 𝐴∗) 

计算后得 

𝐴𝑅 =
𝑥0

2
 

𝐴𝐼 =
𝑣0 +

𝛾
2 𝑥0

2𝜔𝛾
 

最后得到阻尼振动的解为  

            𝑥 = 𝑒−𝛾𝑡/2[𝑥0𝑐𝑜𝑠𝜔𝛾𝑡 +
𝑣0+

𝛾𝑥0
2

𝜔𝛾
𝑠𝑖𝑛𝜔𝛾𝑡] 



当增加阻尼的时候，体系振幅衰减的速度变快，下面几张图就是在逐渐增加

阻尼时谐振子的振动情况。 

对于
𝛾

2
> 𝜔0的情况，之前的计算并不正确，𝛼的解应该是 

𝛼 = 𝑖
𝛾

2
± 𝑖√

𝛾2

4
− 𝜔0

2 

则阻尼振动的解为 

𝑥 = 𝐴𝑒
−(

𝛾
2

+√𝛾2

4
−𝜔0

2)𝑡
+ 𝐵𝑒

−(
𝛾
2

−√𝛾2

4
−𝜔0

2)𝑡
  

注意到
𝛾

2
> √

𝛾2

4
− 𝜔0

2，因此这个解依然是衰减的解，而且没有振动，体系直

接回到平衡位置。这种情况被称为过阻尼，之前的情况称为欠阻尼。 

另外还有一种情况，即
𝛾

2
= 𝜔0，这种情况下方程的解为 

𝑥 = (𝐴 + 𝐵𝑡)𝑒−
𝛾
2

𝑡
 

仍然是衰减。 

 


