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《新概念物理教程：力学》：第三章 

 

第 13 讲 能量与功 

对于地球表面的自由落体，我们知道其机械能是守恒的 

1

2
𝑚𝑣2 + 𝑚𝑔ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

其中动能𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2，势能𝑈 = 𝑚𝑔ℎ，因此能量守恒表达为 

𝑇 + 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

这个规律可以认为是实验定律。另一方面，这一守恒律也是可以通过牛顿定律

导出的。 

 动能的变化率为 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(

1

2
𝑚𝑣2) = 𝑚𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

根据牛顿方程
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝐹

𝑚
，可以得到 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝐹𝑣 

由于𝐹 = −𝑚𝑔，速度𝑣 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
，则有 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑚𝑔

𝑑ℎ

𝑑𝑡
 

又可以写作 

𝑑(𝑇 + 𝑚𝑔ℎ)

𝑑𝑡
=

𝑑(𝑇 + 𝑈)

𝑑𝑡
= 0 

由此得到能量守恒。 

 考虑一般的 3 维运动的质点，其动能为 

𝑇 =
1

2
𝑚(𝑣𝑥

2 + 𝑣𝑦
2 + 𝑣𝑧

3) 

对动能求导得 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= �⃗� ∙ �⃗� = 𝐹𝑥𝑣𝑥 + 𝐹𝑦𝑣𝑦 + 𝐹𝑧𝑣𝑧 

因此动能的变化率为力和速度的标量积，称之为功率。 

𝑃 = �⃗� ⋅ �⃗� 



也就是说动能的变化为施加与之上的力的功率。上式两边对时间做积分，注意到

�⃗�𝑑𝑡 = 𝑑𝑟 

∫ 𝑃 𝑑𝑡 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = 𝑊 

上式右边为力内积位移的积分，称之为功。需要注重的是此积分是沿着路径的积

分。用微元的写法上式又可以表述为 

𝑃𝑑𝑡 = �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = 𝑑𝑊 

或者 

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
 

也就是说功率是单位时间内力做的功。 

常力下做的功： 

如果位移为Δ𝑟，则 

𝑊 = �⃗� ⋅ Δ𝑟 = 𝐹𝑐𝑜𝑠𝛼|Δ𝑟| 

 变化的力做的功： 

 当力在不断变化时，可以用微元的办法计算功，也就是说将路径分成很多的

小段，每段路上将力近似看作是不变的，于是有 

𝑊 = ∑ �⃗�𝑖 ⋅ Δ𝑟𝑖

𝑖

= ∑ 𝐹𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖|Δ𝑟𝑖|

𝑖

 

当小段路径趋于零时，上式就变成了积分 

𝑊 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟
𝑏

𝑎

 

在直角坐标系下 

𝑊 = ∫ 𝐹𝑥𝑑𝑥
𝑥𝑏

𝑥𝑎

+ ∫ 𝐹𝑦𝑑𝑦
𝑦𝑏

𝑦𝑎

+ ∫ 𝐹𝑧𝑑𝑧
𝑧𝑏

𝑧𝑎

 

在自然坐标系下 

𝑊 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = ∫ 𝐹𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

受约束运动 

 在很多情况下，物体的运动是受约束的，比如过山车是沿着轨道运动的。对



于受约束的运动，一定会有约束力作用在物体上，但这些约束力通常是垂直于运

动方向的。因此约束力不做功。对于无摩擦的约束运动，由于约束力不做功，因

此在不考虑约束力的情况下，能量依然是守恒的。 

 由于只有当受力物体有运动的情况下力才做功，因此当一个人抓着东西不动

的时候，是不做功的。另外当一个人拎着东西保持高度不变的情况从一个地方走

到另一个地方，由于拎东西的力与物体的运动轨迹垂直，也不做功。这似乎跟日

常经验不符，因为在做这两种动作的时候，人会感觉到疲劳，有能量的消耗。大

家可以思考一下这种情况下既然拎东西的力不做功，人的能量到哪里去了。 

 在有摩擦的情况下，由于摩擦力与运动方向相反，摩擦力会做负功，同时所

消耗的能量会转变为热能，这个时候机械能不守恒。 

合力的功等于各分力的功的代数和。 

𝑊 = ∫ (∑ �⃗�𝑖

𝑖

) ⋅ 𝑑𝑟
𝑏

𝑎

= ∑ ∫ (�⃗�𝑖) ⋅ 𝑑𝑟
𝑏

𝑎𝑖

= ∑ 𝑤𝑖

𝑖

 

在Δ𝑡时间内的平均功率定义为 

�̅� =
Δ𝑊

Δ𝑡
 

Δ𝑡趋于零时为瞬时功率 

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
 

[例] 小球在水平变力�⃗�作用下缓慢移动，即在所有位置上均近似处于力平衡

状态，直到绳子与竖直方向成角。 求：(1) �⃗�的功， (2) 重力的功。 

解：绳子上的力在运动过程中由于力的方向与运动方向垂直，

所以不做功。重力和拉力由于在力的方向上小球有位移，因

此它们是做功的。 

 考虑运动过程中受力平衡，将拉力和重力在垂直于绳子

方向投影后，它们的合力应该为零，于是可得 

𝐹cos𝜃 = 𝑚𝑔sin𝜃 

即 

𝐹 = 𝑚𝑔tan𝜃 

因此拉力在运动方向上的分量为 



𝐹𝑡 = 𝑚𝑔tan𝜃cos𝜃 = 𝑚𝑔sin𝜃 

这是一个随路径变化的力，其做功需要用积分来计算 

𝑊𝐹 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = ∫ 𝐹𝑡𝑑𝑠 = ∫ 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃𝑙𝑑𝜃
𝜃

0

= 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

注意在上式中𝑑𝑠 = 𝑙𝑑𝜃。类似地可以计算重力做的功 

𝑊𝑚𝑔 = ∫ 𝑚�⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = ∫ −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃𝑙𝑑𝜃
𝜃

0

= −𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

可以看到重力做的功与拉力做的功大小是一样的，但符号是相反的。这是因为在

这个过程中能量是守恒的，因此拉力做的功是用来抵消重力做功的。 

建议：当解一个物理的题目时，先猜测答案，然后再去计算验证，如果有偏

差，很可能是中间的计算有误，经常做到这一点，那你就是一位“近似”的物理

学家了。 

[例]质量 m 长 l 的均匀链条，一部分放在光滑桌面上, 另一部分从桌面边缘

下垂, 下垂部分长 b，假定开始时链条静止，求链条全部

离开桌面瞬间的速度。 

解法一：定义𝑚𝑥 =
𝑚

𝑙
𝑥为下垂部分质量。当链条下落

𝑑𝑥时重力做功为 

𝑑𝑊 = 𝑚𝑥𝑔𝑑𝑥 + 𝑚𝑑𝑥𝑔(
𝑑𝑥

2
) 

等式右边第二项为原来在桌子上的部分下滑后做的功，但考虑到这一部分的质量

𝑚𝑑𝑥为一阶小量，因此𝑚𝑑𝑥𝑔(
𝑑𝑥

2
)为二阶小量，相比第一项而言可以忽略，因此 

𝑑𝑊 = 𝑚𝑥𝑔𝑑𝑥 

积分得 

𝑊 = ∫ 𝑚𝑥𝑔𝑑𝑥
𝑙

𝑏

= ∫
𝑚

𝑙
𝑥𝑔𝑑𝑥

𝑙

𝑏

=
𝑚𝑔

2𝑙
(𝑙2 − 𝑏2) 

重力做功为体系动能的增加，因此 

1

2
𝑚𝑣2 =

𝑚𝑔

2𝑙
(𝑙2 − 𝑏2) 

则  



𝑣 = √
𝑔(𝑙2 − 𝑏2)

𝑙
  

 

解法二 将体系分为桌面部分和下垂部分，分别做受力分析如图，对这两部分分

别列牛顿方程为 

{

𝑥

𝑙
𝑚𝑔 − 𝑇 =

𝑥

𝑙
𝑚𝑎

𝑇 =
𝑙 − 𝑥

𝑙
𝑚𝑎         

 

消掉张力 T 可得 

𝑎 =
𝑥

𝑙
𝑔 

由于 

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
  

带入前式得 

𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑥

𝑙
𝑔 

或 

𝑣𝑑𝑣 =
𝑥

𝑙
𝑔𝑑𝑥 

积分得 

∫ 𝑣𝑑𝑣
𝑣

0

= ∫
𝑥

𝑙
𝑔𝑑𝑥

𝑙

𝑏

 

最后可得 

𝑣 = √
𝑔(𝑙2 − 𝑏2)

𝑙
 

动能的变化 

由于 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= �⃗� ∙ �⃗� = 𝑃 

于是可以得到动能的变化为功率的时间积分 

Δ𝑇 = ∫ 𝑃𝑑𝑡 = 𝑊 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 

这就是能量守恒的另外一种表达方式。 



功的单位是焦耳，1 焦耳(J)=1 牛顿⋅米(Nm)。功率的单位为瓦特，1 瓦特(w) =

1
焦耳(𝐽)

秒(𝑠)
。另外一个常用的功率单位是马力，1 马力=746 瓦特。 

万有引力场 

对于地球表面的万有引力场，重力加速度为常数，方向垂直地面向下。因此

是一个均匀场。若取垂直地面向上为直角坐标系的 z 坐标轴方向，则 

�⃗�𝑔 = −𝑚𝑔�⃗⃗� 

由此重力做功为 

�⃗�𝑔 ∙ 𝑑𝑟 = −𝑚𝑔𝑑𝑧 

质点在重力的作用下运动，当其高度从ℎ1变为ℎ2时，由机械能守恒知道质点的动

能变化为 

Δ𝑇 = −𝑚𝑔 ∫ 𝑑𝑧
ℎ2

ℎ1

= −𝑚𝑔(ℎ2 − ℎ1)   

因此可以知道对于抛体运动，在不考虑空气阻力的情况下其动能的改变仅与轨迹

的高度差有关，而与水平位置无关。 

 对于一般的万有引力，其并不为常数，而是与距离的平方成反比的。如设太

阳的质量为 M，一行星的质量为 m，以太阳为坐标原点，则行星受到的万有引

力为 

�⃗�𝑔 = −𝐺
𝑀𝑚

𝑟3
𝑟 

其中𝑟为行星的坐标。值得注意的是万有引力是各向同性的力，也就是说其大小

仅与距离有关，而跟方向无关。因此用极坐标计算万有引力做功比较方便 

�⃗�𝑔 ∙ 𝑑𝑟 = −𝐺
𝑀𝑚

𝑟2
𝑑𝑟 

上式中仅出现了𝑟，而没有角度。因此当行星从𝑟1运动到𝑟2时，其动能的改变为 

𝑇2 − 𝑇1 = − ∫ 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2
𝑑𝑟

𝑟2

𝑟1

= 𝐺𝑀𝑚(
1

𝑟2
−

1

𝑟1
)  

可以看到在一般情况下，万有引力做功仅与运动的初始和终点位置有关，和具体

的路径无关。整理上式可得 

𝑇2 −
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
= 𝑇1 −

𝐺𝑀𝑚

𝑟1
 



因此存在关系 

𝑇 −
𝐺𝑀𝑚

𝑟
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

其中−
𝐺𝑀𝑚

𝑟
为万有引力势。 

线性弹簧 

对于一维线性弹簧，以平衡位置为坐标原点，其弹力可以表示为 

𝐹 = −𝑘𝑥 

因此弹力做功为 

𝑊 = ∫ 𝐹𝑑𝑥 = −𝑘∫ 𝑥𝑑𝑥 = −
𝑘

2
(𝑥2

2 − 𝑥1
2) 

由机械能守恒 

𝑊 = −𝑇1 

则 

𝑇2 +
𝑘

2
𝑥2

2 = 𝑇1 +
𝑘

2
𝑥1

2 

即 

𝑇 +
1

2
𝑘𝑥2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

其中
1

2
𝑘𝑥2称为弹簧的势能。 

  



第 14 讲保守力与势能 

在前一讲的几个例子中，引入称为势能的概念。而能量守恒就可以表述为体

系的动能和势能的和保持不变。但是势能的引入是否是普适的呢？ 

保守力： 

对于万有引力来说，我们看到其做功仅与起点和终点的位置有关，和路径无

关。这种性质并不是普适的，对于有些力其做功的大小是和路径有关的，比如摩

擦力。因此我们定义那些做功与路径无关的力为保守力，做功与路径有关的为非

保守力。 

对于保守力来说，既然其做功与路径无关，那么对于任何闭合路径其做功必

然为零。如图所示，任意闭合回路都可以划分为𝑎𝑑𝑏和

𝑏𝑐𝑎两部分。无论是沿着𝑎𝑑𝑏还是𝑎𝑐𝑏从𝑎点运动到𝑏点，

保守力做功是相同的。而从𝑎𝑐𝑏从𝑎点运动到𝑏点与沿

着相反的路径𝑏𝑐𝑎从𝑏点运动到𝑎点保守力做功的大小

是相同的，符号是相反的。这一点可以从积分上下限反转的性质得到。那么沿着

𝑎𝑑𝑏从𝑎点运动到𝑏点所做的功与沿着路径𝑏𝑐𝑎从𝑏点运动到𝑎点保守力做功的大小

是相同的，符号是相反的。因此总功应该为零。由此可以得到保守力的判据 

∮ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = {
= 0     �⃗�为保守力     

≠ 0     �⃗�为非保守力
  

其中∮ 为闭合回路积分。 

典型的保守力 

有心力： 

�⃗� = 𝑓(𝑟)
𝑟

𝑟
 

如万有引力 

�⃗�𝑔 = −𝐺
𝑀𝑚

𝑟3
𝑟 

恒力 

�⃗� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 

如重力 

弹性力： 

𝐹 = −𝑘𝑥 



[例] 已知�⃗� = 2𝑦𝑖 + 4𝑥2𝑗，C 点坐标为(2,1)，求 

(1) �⃗�做的功：a) 沿路径 OAC；b) 沿路径 OBC；c) 沿路径 OC 

(2) �⃗�是否为保守力？ 

解： (1) 做功为 

𝑊 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = ∫(𝐹𝑥𝑑𝑥 + 𝐹𝑦𝑑𝑦) 

则 

𝑊𝑂𝐴𝐶 = ∫ (2𝑦𝑑𝑥 + 4𝑥2𝑑𝑦)
𝑂𝐴

+ ∫ (2𝑦𝑑𝑥 + 4𝑥2𝑑𝑦)
𝐴𝐶

 

= ∫ 2𝑦|𝑦=0 𝑑𝑥 + ∫ 4𝑥2|𝑥=2𝑑𝑦
1

0

2

0

= 16(𝐽) 

𝑊𝑂𝐵𝐶 = ∫ (2𝑦𝑑𝑥 + 4𝑥2𝑑𝑦)
𝑂𝐵

+ ∫ (2𝑦𝑑𝑥 + 4𝑥2𝑑𝑦)
𝐵𝐶

 

路径 OC 满足方程 

𝑥 = 2𝑦 

则 

𝑊𝑂𝐶 = ∫ (2𝑦𝑑𝑥 + 4𝑥2𝑑𝑦)
𝑂𝐶

= ∫ (𝑥𝑑𝑥 + 16𝑦2𝑑𝑦)
𝑂𝐶

 

= ∫ 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ 16𝑦2𝑑𝑦
1

0

2

0

= 7.33(𝐽) 

(2) 由于做功与路径有关，因此此力为非保守力。 

【例】力�⃗�1 = 𝑎𝑦𝑗 (𝑦 > 0), �⃗�2 = 𝑏𝑥𝑗 (𝑥 > 0)  (𝑎, 𝑏 > 0)是否为保守力 

解，�⃗�1力场示意如图，在其中取任意闭合路径 ABCDA 

则沿此路径做功为 

∮ �⃗�1 ⋅ 𝑑𝑟 = ∮ 𝑎𝑦𝑗 ⋅ 𝑑𝑦𝑗 = ∮ 𝑎𝑦𝑑𝑦 = 0 

因此此力做功与路径无关，为保守力。 

�⃗�2力场示意如图，在其中取矩形闭合路径 EFGHE 

∮ �⃗�2 ⋅ 𝑑𝑟 = ∫ 𝑏𝑥𝑑𝑦
𝐸𝐹

+ ∫ 𝑏𝑥𝑑𝑦
𝐺𝐻

 

= 𝑏𝑥1(𝑦2 − 𝑦1) + 𝑏𝑥2(𝑦1 − 𝑦2) < 0 



做功与路径有关，因此此力为非保守力。 

一般来说只是表面看是不容易看出来一个力是否为保守力，我们建议一

定要去计算。人们发现所有的基本相互作用都是保守力。其背后的原因是时

间的均匀性，即基本相互作用的性质与时间无关。 

保守力场中的势能 

对于保守力，由于其做功仅与起点和终点有关，因此可以引入势能的概念。

物体在保守力场中𝑎，𝑏两点的势能𝑈𝑎， 𝑈𝑏 之差等于质点由𝑎点移动到𝑏点过程

中保守力做的功𝑊𝑎𝑏 

𝑈𝑎 − 𝑈𝑏 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = 𝑊𝑎𝑏

𝑏

𝑎

  

上式又可以写成 

𝑊𝑎𝑏 = −(𝑈𝑏 − 𝑈𝑎) = Δ𝑈 

也就是说保守力的功等于势能的减少。 

由上面的式子看到，我们定义的是势能的变化，而不是某点势能的绝对大小，

因此为方便计算，可以先设定某点的势能大小，或者说设定势能的零点位置。这

样就可以把势能的大小确定下来。需要注意的是这种设定是任意的。只是在具体

问题中会有一些习惯设定。如对于重力势能，常设定势能零点为 z 坐标为零的位

置，因此重力势能为𝑈 = 𝑚𝑔𝑧。一般情况下的万有引力常设定无穷远为势能零点，

则万有引力势能为𝑈 = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟
。对于弹簧，常设定平衡位置为势能零点，则弹性

势能为𝑈 =
1

2
𝑘𝑥2。 

保守力与势能的关系 

当设定好势能零点的位置（如𝑝0点）后，容易发现对于任意𝑝点来说，其势

能为 

𝑈𝑝 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟
𝑝0

𝑝

 

从微分的角度看，在很小的位移下保守力做功和势能变化的关系为 

𝑑𝑊 = −𝑑𝑈 

考虑到 



𝑑𝑊 = �⃗� ⋅ 𝑑𝑟 = 𝐹𝑥𝑑𝑥 + 𝐹𝑦𝑑𝑦 + 𝐹𝑧𝑑𝑧 

以及 

𝑑𝑈 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

其中对𝑥，𝑦，𝑧的微分为偏微分。因此可以得到 

𝐹𝑥 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑥
, 𝐹𝑦 = −

𝜕𝑈

𝜕𝑦
, 𝐹𝑧 = −

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 

则 

�⃗� = − (
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
�⃗⃗�) = −∇𝑈 

其中 

∇= 𝑖
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕

𝜕𝑦
+ �⃗⃗�

𝜕

𝜕𝑧
 

称为梯度算符。因此力为势能的梯度。 

【例】已知势能函数，求保守力。1）𝑈 = 𝑚𝑔𝑧；2）𝑈 = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟
+ 𝑐 

解：1) 

�⃗� = −∇𝑈 = − (𝑖
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕

𝜕𝑦
+ �⃗⃗�

𝜕

𝜕𝑧
) 𝑚𝑔𝑧 = −𝑚𝑔�⃗⃗� 

2) 球坐标下梯度算子为 

∇= 𝑒𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑒𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑒𝜑

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
 

则 

 �⃗� = −∇𝑈 = − (𝑒𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑒𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑒𝜑

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
) (−

𝐺𝑀𝑚

𝑟
+ 𝑐) = −

𝐺𝑀𝑚

𝑟2
𝑒𝑟  

 在有了势能的概念后，人们发现利用势能随位置变化的曲线可以比较方便地

理解力的相关物理性质。如右图为分子间作用力的势能曲线。由于势能曲线的负

梯度为力。因此容易看出在不同位置上力的方向。同时结

合能量守恒，就可以做出很多对物理性质的定性判断。 

如当体系的机械能为𝐸1时，由于机械能为动能和势能

的和。那么体系𝑟的取值范围只能在𝑟2和𝑟3之间，否则动能

会变成负的。也就是说𝐸2和势能曲线间的间距就是体系的动能。在𝑟1和𝑟2处体系

的动能为零，即在这两个地方体系的速度为零。那么这种状态是否能保持下去呢?



并不能，因为这两点的势能曲线的斜率并不为零，在𝑟2处斜率为负，则力是指向

正方向的，在𝑟3处斜率为正，则力是指向负方向的。这两个力会推到体系离开𝑟2

和𝑟3两点向中间运动。而在𝑟0处斜率为零，也就是说此时体系不受力。但此时体

系的动能不为零，因此体系也不能停留在此处。总之体系会在𝑟2和𝑟3之间往返运

动。这种状态被称为束缚态。 

而当体系的能量为𝐸1时，假设开始体系是沿着负方向运动的，那么可以看到

其动能会不断变化，当到达𝑟1时动能为零，这时候受到的力并不零，是指向正方

向的，那么体系又会回头向正方向运动，一直运动到无穷远。这样的状态称自由

态。 

[例] 已知地球半径 R，物体质量 m，处在地面 2R 处。求势能:（1）地面

为零势能点；（2）无限远处为零势能点。 

解： 

𝑈𝑝 = ∫ �⃗� ⋅ 𝑑𝑟
𝑝0

𝑝

 

（1） 

𝑈 = ∫ (−
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
) 𝑑𝑟

𝑅

3𝑅

= 𝐺𝑀𝑚 (
1

𝑅
−

1

3𝑅
) =

2

3𝑅
𝐺𝑀𝑚 =

2

3
𝑚𝑔𝑅 

(2) 

𝑈 = ∫ (−
𝐺𝑀𝑚

𝑟2
) 𝑑𝑟

∞

3𝑅

= −𝐺𝑀𝑚
1

3𝑅
= −

1

3
𝑚𝑔𝑅 

【例】已知分子间相互作用的势函数为：      

𝑈 =
𝑎

𝑥12
−

𝑏

𝑥6
 

𝑎、𝑏为正常数，函数曲线如图，如果分子的总能量为零。求：(1) 双原子之间的

最小距离； (2) 双原子之间平衡位置的距离 

解：(1) 总能量 𝐸 = 𝑇 + 𝑈 = 0。则当动能𝑇 = 0时，

势能𝑈最大，两原子之间有最小距离。 

𝑎

𝑥12
−

𝑏

𝑥6
= 0 

解得 



𝑥𝑚𝑖𝑛 = √
𝑎

𝑏

6
 

(2) 平衡位置相互作用为零。 

𝐹 = −
𝑑

𝑑𝑥
𝑈 = 12

𝑎

𝑥13
− 6

𝑏

𝑥7
= 0 

解得 

𝑥𝑒 = √
2𝑎

𝑏

6

 

【例】计算第一、第二宇宙速度 

一、第一宇宙速度 

已知：地球半径为𝑅，质量为𝑀，卫星质量为𝑚。要使卫

星在距地面ℎ高度绕地球作匀速圆周运动，求其发射速度。 

设发射速度为𝑣1，绕地球的运动速度为𝑣。由机械能守恒可得 

1

2
𝑚𝑣1

2 − 𝐺
𝑀𝑚

𝑅
=

1

2
𝑚𝑣2 − 𝐺

𝑀𝑚

𝑅 + ℎ
 

另外向心力是由万有引力提供的，满足 

𝐺
𝑀𝑚

(𝑅 + ℎ)2
= 𝑚

𝑣2

𝑅 + ℎ
 

由上两式可得 

𝑣1 = √
2𝐺𝑀

𝑅
−

𝐺𝑀

𝑅 + ℎ
 

由于在地球表面 𝑚𝑔 = 𝐺
𝑀𝑚

𝑅2 ，带入上式可得 

𝑣1 = √𝑔𝑅 (2 −
𝑅

𝑅 + ℎ
) 

考虑到ℎ ≪ 𝑅，则 

𝑣1 ≈ √𝑔𝑅 = 7.9 × 103𝑚 ⋅ 𝑠−1 

二、第二宇宙速度 

第二宇宙速度为宇宙飞船脱离地球引力而必须具有的发射速度。当脱离地球

引力时，飞船的动能必须大于或等于零，同时飞船的引力势能为零。则由机械能

守恒 

1

2
𝑚𝑣2

2 − 𝐺
𝑀𝑚

𝑅
= 𝑇∞ + 𝑈 = 0 



因此 

𝑣2 = √
2𝐺𝑀

𝑅
= √2𝑔𝑅 = √2𝑣1 = 11.2 × 103𝑚 ⋅ 𝑠−1 

 

 

 

 

 

 


