
第 9 讲:简谐振动 

 

简谐振动是最简单的振动形式，也是非常常见的运动形式，在讨论很多物理

问题时都涉及到了简谐振动。 

在力学中，一个一维线性弹簧就是简谐振动的典型例子。如图

一线性弹簧系一重物垂直放置，弹簧质量可忽略。对于弹簧，在其

受力平衡位置弹簧伸长产生的拉力重力平衡。如果以此位置为坐标

原点，则当弹簧偏离平衡位置ℎ，由胡克定理其受到的合力𝐹与平衡

位置间的关系为 

𝐹 = −𝑘ℎ 

其中 k 为弹性系数，负号表明受力方向是指向平衡位置的，这样的力被称为回复

力，因其作用是试图使得体系回到平衡位置去。线性弹簧即其形变时产生的回复

力与形变量成正比，也就是胡克定理所描述的情形。线性的含义是就是这个与形

变的正比关系，而不是与形变的某次方（非一次方）成正比。由牛顿第二定律，

重物的运动方程为 

𝑚
𝑑2ℎ

𝑑𝑡2
= −𝑘ℎ 

此方程又可写成 

𝑑2ℎ

𝑑𝑡2
= −

𝑘

𝑚
ℎ 

此方程为二阶线性微分方程，二次是指二次导数。从物理上看，方程所表明的意

思是加速度与形变成负的正比关系。当质点经过平衡位置往一个方向运动时，其

加速度与运动方向是相反的，且越来越大。因此此时质点运动速度会逐渐减小直

至零。当速度为零的时候由于质点位置已不在平衡位置，受力依然不为零。此时

力的作用是产生指向平衡位置的加速度，质点的速度由零开始增加并向着平衡位

置运动。到了平衡位置后质点受力为零，加速度也为零，但速度不为零，因此继

续运动经过平衡位置向另一方向运动。此后的运动又与之前的分析相同。于是质

点会不断在平衡位置两边往复运动，形成振动。 

这样的运动有很多，例如单摆。如图所示一轻绳（不可

伸长，质量可忽略）上系一质点，另一端固定在垂直于地面

的平面内运动。质点受到绳子的拉力 T 和重力𝑚𝑔作用。利用



平面极坐标系中的牛顿方程可以得到单摆的偏角𝜃所满足的方程为 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −

𝑔

𝑙
sin 𝜃 

其中 l 为单摆长度。此方程并不是线性方程，但是当摆角比较小的时候，考虑正

弦函数的泰勒展开 

sin 𝜃 = 𝜃 −
1

3!
𝜃3 +⋯ 

在小角度下，𝜃的高阶项相对于低阶项小很多，可以忽略，则原方程可以近似为 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −

𝑔

𝑙
𝜃 

此方程与之前的线性弹簧所满足的方程形式上是一致的，因此其表现行为也是一

致的。所以在小角度运动的情况下单摆的表现行为也是简谐振动。事实上对于大

多数的稳定平衡体系，当体系仅在平衡位置附近运动的时候，其行为都近似表现

为简谐振动的形式。例如对于固体来说，所有的原子或分子不能离开其平衡位置

很远，否则体系就会发生明显形变，就不再是固体了。于是原子或分子仅能在平

衡位置附近做微小的运动，此时的运动就近似为简谐振动。 

 在非力学体系中也有很多类似的行为。例如可以用电容和

电感组成谐振电路。电容 C 与其两端电势差的关系为 

𝑈 =
𝑄

𝐶
 

其中 Q 为电容上堆积的电荷数。电容 L 与其两端的电势差的

关系为 

𝑈 = −𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
 

其中 I 为电流。因此电路满足的方程为 

𝑄

𝐶
= −𝐿

𝑑𝐼

𝑑𝑡
 

电流为电荷的变化率𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
。因此方程变为 

𝑑2𝑄

𝑑𝑡
= −

1

𝐿𝐶
𝑄 

可以看到电荷所满足的方程也是简谐振动方程。 

 对于简谐运动，通常一般性地把方程写为 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 



对于线性弹簧，𝜔 = √
𝑘

𝑚
；对于小角度单摆，𝜔 = √

𝑔

𝑙
。 

 微分方程求解有不同的方法，数值求解是常用的方法之一。对于微分，如速

度，其含义是在时间间隔Δ𝑡内的平均速度当时间间隔趋于零时的极限。从物理上

说，实验中是无法得到无穷小的时间间隔的。𝑡 + Δ𝑡时刻的坐标与 t 时刻的坐标

间的关系可近似写为 

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑣(𝑡)Δ𝑡 

其计算结果的误差大小由Δ𝑡的大小决定。类似地，𝑡 + Δ𝑡时刻的速度与 t 时刻的

速度间的关系可近似写为 

𝑣(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑣(𝑡) + 𝑎(𝑡)Δ𝑡 

这样，如果知道了 t 时刻的速度和加速度，就可以计算下一时刻的位置和速度。

而加速度可以通过牛顿方程获得，于是不断循环下去就可以得到位置和速度随时

间的变化曲线。这就是数值求解微分方程的基本思想。在实际应用中，数值计算

的方法可以在前面的方法上加以变形以获得更高的计算精度，如半步法和龙特库

塔方法。 

 半步法是用𝑡 +
1

2
Δ𝑡时刻的速度来计算 t 时刻的坐标，而𝑡 +

1

2
Δ𝑡时刻的速度则

由 t 时刻的加速度来计算，具体如下： 

𝑥(𝑡 + Δ𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑣 (𝑡 +
1

2
Δ𝑡) Δ𝑡 

𝑣 (𝑡 +
1

2
Δ𝑡) = 𝑣 (𝑡 −

1

2
Δ𝑡) + 𝑎(𝑡)Δ𝑡 

对于初始值，即𝑡 = 0时，速度计算为 

𝑣 (
1

2
Δ𝑡) = 𝑣(0) + 𝑎(0)Δ𝑡/2 

半步法的计算精度比之前的方法计算精度会更高一些。下



面的数据和曲线是用半步法计算简谐振动的结果。 

一般情况下，Δ𝑡取的越小则计算精度越高，但是与此同时计算量也会变的越

大。因此在做数值计算时需要平衡计算精度和计算量之间的关系。 

 另一种求解微分方程的方法是解析求解。但不是所有的微分方程都有解析解

的。事实上，大多数的微分方程都没有解析解。对于有些方程，尤其是线性方程，

人们总结出一些方法去求解，如级数展开法等等。一般来说，解析求解微分方程

的方法是根据方程的特点进行猜测。 

 对于简谐振动方程 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔2𝑥 

，我们看到物理量的二次导数负正比于自己。根据对常见函数的了解知道正弦或

余弦函数有这样的性质，如 

𝑑𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑑𝑡
= −𝑠𝑖𝑛𝑡 

𝑑2𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑑𝑡2
= −

𝑑𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑑𝑡
= −𝑐𝑜𝑠𝑡 

因此当𝜔 = 1时，𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡就是简谐振动方程的解。当𝜔 ≠ 1时可以想到 

𝑥 = cos(𝜔𝑡) 

就是简谐方程的解。对于线性方程，当做变换𝑥 → 𝐴𝑥，A 为常数时，方程的形式

不变，因此更一般的解为 

𝑥 = 𝐴cos(𝜔𝑡) 

另一方面，当把物理量中的时间做一平移时，对于线性方程也是没有影响的，因

此可以进一步将解写为 

𝑥 = 𝐴cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 

其中为常数𝜙。可以证明此解为简谐振动解的一般形式。对于线性方程可以证明

如果找到方程的两个不同的解𝑥1, 𝑥2，则其和𝑥1, +𝑥2也是方程的解。由此又可以

得到方程一般解的另外一个表达形式 

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵cos(𝜔𝑡) 

可以证明这个解和前面的解的形式可以相互转换的。 

 对于解 

𝑥 = 𝐴cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 



当𝜔𝑡的变化为2𝜋的整数倍时，体系会重复之前的运动。因此该运动为周期运动。

周期为𝑇 =
2𝜋

𝜔
。频率为𝑓 =

1

𝑇
=

𝜔

2𝜋
，𝜔被称为圆频率。𝐴为 x 的最大值，称为振幅。

𝜙称为初相位，即初始时刻的相位值。而𝜔𝑡 + 𝜙称相位。 

 可以看到，在简谐振动的解中圆频率𝜔是由物理体系的性质所确定的。而振

幅 A 和初相位𝜙对于方程而言是任意的。这两个值是由体系的初始状态决定的。

如对于线性弹簧而言，它们是由初始位置和初始速度决定的。当方程解用 

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵cos(𝜔𝑡) 

形式时，可以得到 

𝐴 =
𝑣(𝑡 = 0)

𝜔
,𝐵 = 𝑥(𝑡 = 0) 

对于二阶微分方程，其解中会有两个未定常数，而确定这两个常数则需要两

个条件。这两个条件可能是初始条件，也可能是边界条件。这种情况可以拓展到

n 阶微分方程。 

满足简谐振动方程的体系被称为简谐振子。 

从数学上看，简谐运动与匀速圆周运动可以联系起来。

如图，对于匀速圆周运动，其 xy 坐标为 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡),𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) 

其中 r 为圆周运动的半径，𝜔为角速度。因此可以将圆周运动的半径 r 对应于简

谐运动中的振幅；角速度对应于圆频率；相位对应于转角。 

 

 

  



第 10 讲 万有引力 

 

哥白尼 Copernicus (1473-1543)在 1543 发表了地球绕太阳转的日心说观点。 

第谷 Tycho Brahe (1546-1601)通过天文观测积累了大量行星运动的观测数据，极

大地支持了哥白尼地心说的理论。第谷的学生开普勒 Johannes Kepler (1571-1630) 

对于第谷的观测数据做了详细的分析，并总结出了行星运动的三个定律，称为开

普勒三定律： 

1. 所有行星分别在大小不同的椭圆轨道上运动。太阳的位置不在轨道中心，

而在轨道的两个焦点之一。 

2. 在同样的时间里，行星向径在其轨道平面上所扫过的面积相等。 

3. 行星公转周期的平方与它同太阳距离的立方成正比。 

为解析行星运动，胡克提出了星体之间有相互吸引力，并其大小随着距离变

小而变大的想法，但是他没有给出力的数学形式。牛顿根据开普勒三定律以及他

对于圆周运动的研究结果给出了物体间都存在相互吸引力，且其大小与物体质量

成正比与物体间的间距平方成反比的假设。质点 2 对质点 1 的万有引力具体表示

为 

�⃗�12 = 𝐺
𝑚1𝑚2

|𝑟2 − 𝑟1|3
(𝑟2 − 𝑟1) 

其中𝑚1、𝑚2为两质点质量，𝑟1、𝑟2为两质点坐标， 

𝐺 = 6.6732 × 10−11𝑚3/𝑘𝑔 ∙ 𝑠2  

称为万有引力常数。 

行星绕日运动 

 利用平面极坐标可以得到行星绕太阳运动的方程 
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通过解析求解该方程组，可以得到行星绕太阳运动的轨道为圆锥曲线，椭圆是圆

锥曲线中的一种。 

 也可以数值求解方程组 



𝑚�̈� = −𝐺
𝑀𝑚

𝑟3
𝑥 

𝑚�̈� = −𝐺
𝑀𝑚

𝑟3
𝑦 

r = √𝑥2 + 𝑦2 

下列为数值求解的数据和曲线 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

潮汐 

潮汐现象是沿海地区的一种自然现象，指海水在天

体（主要是月球和太阳）引潮力作用下所产生的周期性

运动，习惯上把海面垂直方向涨落称为潮汐，而海水在

水平方向的流动称为潮流。古代称白天的河海涌水为

“潮”，晚上的称为“汐”，合称为“潮汐”。 

显然引起潮汐现象的作用力是星体间的万有引力。



在地球上的不同位置因为距离太阳或月球的距离不同，万有引力的大小是不同的。

同时由于海水具有流动性，因此在月球或太阳的引力作用下向着月球或太阳的方

向上流动。同时由于地球在自转，因此对于地球上的海水而已，不同时刻受到的

引力方向是不一样的，从而造成了潮汐现象。从这个角度看，似乎一天 应该只

有一次潮汐现象。但事实上是有两次。这是因为一方面面地球上对月球或太阳的

位置引力最大，其反面引力最小，但是由于地球在自转，海水同时会受到离心力

的影响，在反面，万有引力最小，而离心力的影响变得最大，从而也会有潮汐现

象。从而导致了一天有两次的潮汐。 

月球和太阳同时会造成潮汐，但其引力大小不一样。相对而言月球的影响会

比太阳大。另一方面由于有两个引潮力，它们的方向一般情况下不相同，会相互

抵消一部分，因此当月球、地球、太阳在不同的相对位置时，和引潮力大小是不

一样的。在满月的时候合力最大。 

潮汐力作用到海水上，由于海水的流动性从而产生了明显的现象。事实上潮

汐力对其他物体也是有影响的，只是表现的不那么明显。例如在西欧核子中心的

大强子对撞机的实验上就发现了月球潮汐力的影响。大强子对撞机周长有二十七

公里。在其观测数据中，研究人员发现了周期性的涨落，其周期性正好和月球的

公转周期相同。细致的数据分析发现这里的涨落就是月球引力的影响。 

我们知道月球的公转周期和自转周期是相同的，这就造成了现在在地球上看

到的月球总是一面朝着地球，从地球上看不到月球的反面。这也是潮汐力产生的

影响。地球由于是距离月球最近的天体，所以地球引力对月球的影响要大过太阳。

地球引力可以通过搅动月球内部结构发生摩擦，消耗月球自转的动能，即潮汐力

造成内部摩擦力。潮汐摩擦力会导致月球的自转速度逐渐像公转速度靠拢（变快

或者变慢），当这两个速度完全一致时，潮汐摩擦力将不再有机会搅动天体内部，

因为由于两种转速相同，星体内部的一切结构就处于完美的平衡状态。 

海王星的发现 

在天文观测中发现木星和土星的轨道并不是完美的椭圆，而是在椭圆轨道上

做进动，另外也发现天王星的运行行为偏离万有引力定律和牛顿力学的预言。

1821 年，布瓦尔根据天王星的观测轨道认为存在另外一个大行星，它的存在影

响了天王星的运动。1843 年约翰·柯西·亚当斯计算出会影响天王星运动的第



八颗行星轨道，并将计算结果皇家天文学家乔治·艾里，他问了亚当斯一些计算

上的问题，亚当斯虽然草拟了答案但未曾回复。在 1846 年，法国工艺学院的天

文学教师奥本·勒维耶，在得不到同行的支持下，以自己的热诚独立完成了海王

星位置的推算。但是，在同一年，约翰·赫歇耳也开始拥护以数学的方法去搜寻

行星，并说服詹姆斯·查理士着手进行观测。在 1846 年 9 月 23 日晚间，海王星

被发现了，与勒维耶预测的位置相距不到 1°，但与亚当斯预测的位置相差 10°。 

海王星的发现很强地支持了万有引力定律的成立，并证明牛顿力学是可以用

到天体运行上的。 

万有引力使得天体系统成形 

在宇宙大爆炸之后，物质在爆炸的作用下而分离开来，而万有引力是对抗这

种分离的作用力。因为万有引力的存在而使得四散的物质能够汇聚起来形成星体。

同时又是在万有引力的作用下使得星体塌缩，导致星体的性质发生变化。 

另一方面多个星体能够汇聚在一起形成星系和星系团也是由于万有引力相

互作用。 

尽管万有引力相对于其他三种相互作用很小，但是强相互作用和弱相互作用

是短程相互作用，被束缚在原子核中；而多数物质整体而言是电中性的。因此在

大尺度下能起到作用的主要就是万有引力。 

万有引力常数的测量 

万有引力常数最早是卡文迪许利用扭称进行

测量的。扭秤的基本原理是在一根刚性杆的两端

连结相距一定高度的两个相同质量的重物，通过

秤杆的中心用一扭丝悬挂起来。秤杆可以绕扭丝

自由转动。当扭称两端的物体受到横向作用力时，

扭称就会偏转。由于对很小的作用力就可以造成

扭丝旋转，并且可以利用光放大的方法（即在扭

杆上放置镜子，并用光线照射镜子。当镜子有微

小偏转时，反射光线在远处就是有较大偏移）观测微小偏转。因此扭称的设计很

适合测量微小的作用力。 

当测量出万有引力常数后，根据地球半径和地球表面的重力加速度就可以得



到地球的质量。 

惯性质量和引力质量 

 之前我们提到过物体之间存在万有引力，而万有引力的大小与物体的某个性

质有关，这个性质可以被称为引力质量。而一个物体受力后会产生加速度，两者

之间成正比关系，比例系数被定义为惯性质量，它表征了物体对施加在物体上的

力的敏感度。从这两个角度看，惯性质量和引力质量似乎没有什么关系。但是在

最早的万有引力定律中，万有引力是与惯性质量成正比的。这给人的感觉是很奇

怪的。但是大量的实验表明惯性质量和引力质量似乎真的是一样的。 

爱因斯坦在广义相对论中提出了一个假设，即引力质量和惯性质量是一样的，

是不可区分的。并由此出发得到了很多推论和预言。对于引力质量和惯性质量的

一致性现在还有很多研究人员在进行验证。 

在相对论中，万有引力不是瞬时相互作用。物体之间的引力相互作用是以光

速传递的。事件的同时性也变成相对的，也就是说某人观测到的同时发生的两件

事情在另外一人看来可能并不是同时发生。万有引力本身也表现为时空的弯曲。

比较明显的实验是光线在大质量天体附近会发生较大的偏转，从而造成引力透镜

相应。在相对论中万有引力对平方反比关系也发生了一定的偏离，而人们一直搞

不清楚原因的水星进动现象也由相对论很好的解释了。 

并不是最终理论 

对于万有引力还存在着不少未经解决的问题。如引力场的量子理论应该是什

么样的？为什么万有引力相对于其他相互作用这么弱？在小尺度下万有引力定

律是否可以修正从而能看到额外维空间？在很大尺度下万有引力到底应该是什

么样的？暗物质和暗能量到底是什么？能否观测到引力波？黑洞的性质及黑洞

内部是什么样的？ 
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